ECE1 Correction Feuille Exercice 14 2020-2021

Correction Feuille Exercice 14

¢ Calculer la dérivée d’une fonction en un point

Exercice 13 (Dérivabilité en un point)

Soit la fonction f définie sur R par :

x
Vr € R*, r)=—+
/@) 1+ez
f(0)=0
On a limer = 0 et lim = 0 donc lim f(z) = 0 := f(0). La fonction est continue & gauche.
m:>0 xz)O mz)(]
On a f(z) = m. Or glclél(l) elx/z = ygrfooﬁ = 0 par croissance comparée. De plus, on a

1iIT(l) e~1/* +1 = 1. Finalement, lirr(l) f(z) =0:= f(0). La fonction est continue a droite.
Tr—r T—
> >

’Finalement, la fonction est continue en 0.

Afin de déterminer la dérivabilité de f en 0, on s’intéresse au taux d’accroissement & savoir

T
S
f@)=f0) _14er 1
x—0 T 1+ er
- f(0
On a alors h_)r% el/* = 400 donc h_)r% (z) (J;< ) = 0. Ainsi, f est dérivable a droite et f;(0) = 0.
T T €T —

> >

On a également hH(l) e/ = 0 donc lim M
T—

= 1. Ainsi, f est dérivable a gauche et f;(0) = 1.
:L‘?O rx—0

<
Les valeurs des dérivées a droite et a gauche sont différentes,

La fonction f n’est donc pas dérivable en 0 (on a un point anguleux)

La fonction f admet deux demi tangente en 0 :
— A droite : y =0
— A gauche : y ==

Exercice 14 (*)
On étudie la dérivabilité a droite de la fonction f définie par Vo > 1, f(z) = V23 — 1 au point d’abscisse
zo = 1. Le taux d’accroissement s’écrit

fl) = f@) _ va?-1

r—1 rz—1
V@ -1z +1)
r—1
x +

d

i
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Donc

RO
x;)l r—1

Alinsi,

’1& fonction f n’est pas dérivable a droite en 1. ‘

¢ Calculer la dérivée d’une fonction sur un intervalle

Exercice 15
1. On résout 22 —1 >0 <= (z—1)(x+1) > 0 Les solutions de cette inéquation sont dans I’ensemble
| — 00; —1[U]1; 4-00].
— La fonction z — 2% — 1 est dérivable sur R et strictement positive sur | — oo; —1[U]1; +o0.
— La fonction X — X?/3 est dérivable sur R .
Donc par composée de fonctions dérivable, la fonction f est dérivable sur | — oo; —1[ et sur |1; +o0].
Dans ce cas,

2
VeeR, f'(z)=2xx g(xQ —1)71/3,

2. On a
— La fonction x — 23 + 5x est dérivable sur R.
— La fonction X — eX est dérivable sur R.
Donc la fonction g est dérivable sur R et

Ve e R, ¢ (x) = (322 + 5)e* 57,

3. On résout 2° — 3% > 0 <= 2°(2% — 3) > 0 <= 2°(z — V/3)(z + v/3) > 0. On trace un tableau de

signe.
x —00 -3 0 V3 +00
el BN S
vigne ¢¢ + 0 - ~ 0+
i;gﬁegig -0 + 0 - 0 +

Le domaine de dérivabilité de h est alors | — v/3;0[U]v/3; +-00[. On calcule,

bt — 9x?
2/ x5 — 323

4. On résout a la fois, © > 0 et In(x) = 0 <= x = 1. Donc la fonction k est dérivable sur ]0; 1[U]1; +o0]
en tant que quotient de fonctions dérivables. On calcule,

Va €] — V3, 0[UlV3; +oof, H(z)=

Vr €]0;1[U]1; +oof, K'(z) = — -

Calcul différentiel. M Leboucher
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Exercice 16 (*)
1. On note f: x+— /1 —4z? et on résout I'inéquation

1—422>0<+= (1—22)(1+27) >0
A T’'aide d’un tableau de signe, on voit que les solutions de cette inéquation sont dans I’ensemble

11
{—2, 2} On a donc :

11
— La fonction # — 1 — 42? est continue sur R et positive sur —5; 2}
— La fonction X — v/ X est continue sur R
11
La fonction f est donc |continue sur [—2; 2] en tant que composée de fonctions continues.

11
Cependant, la fonction z — 1 — 422 est strictement positive sur ]—2; 2[ et la fonction X — v.X

est dérivable sur RY.

Donc [la fonction f est dérivable sur

11
——;—=|.[De pl
2,2{ e plus

—8x

o€ g5 10 = s

2. On note g : © — z|x|.
— La fonction x — |z| est continue sur R.
— La fonction x — = est continue sur R
La fonction g est donc ‘Continue sur R‘ en tant que produit de fonctions continues.

De méme,

— La fonction x — |z| est dérivable sur R*.

— La fonction z — x est dérivable sur R

La fonction g est donc |dérivable sur | — 0o; 0] et sur |0; +oo[| en tant que produit de fonctions

dérivables. Or, pour z € R_, g(z) = —z* donc
Vo €] —o00;0[, ¢'(z)=—-2x

De méme, pour z € R, on a ¢'(z) = 2x. On regarde maintenant si la fonction g est dérivable en 0.
Pour cela, on calcule

o) () sl
xz—0 x—0 =0
= lim |z| =0
z—0

Ainsi la fonction g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0.

On a alors

(z) = —2x siz <0
g 2 siz >0

& Remarque : On pourra noter que la fonction ¢’ est également continue et que donc la fonction
g est de classe C!.

Calcul différentiel. M Leboucher
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In(1 + 2?) )
3. On note h: x — 312 stz >0 on sait que
0 siz =0

— Lafonction x — 1+a? est continue et dérivable sur |0; +oo|. De plus, elle est strictement positive
sur cet intervalle.

— La fonction X — In(X) est continue et dérivable sur R* .

— La fonction x — 327 est continue et dérivable sur R%.

Donc, par composée et quotient de fonctions continues et dérivables,

la fonction h est dérivable sur R .

On calcule alors :

3 2
0 fx?) X 3x? — 6z 1In(1 + %)
B (x)=
~ 9t —6r(l+2%)In(142%) 1 2 y In(1 + 2?)
B 9x4(1 + 23) 1423 3 x3

On étudie la dérivabilité de h en 0. On calcule

h(z) —h In(1 3
i P2 —10) _ . In(1+27)
=0 1 —0 z—0 33
> >
In(1 3 In(1+ X
Or lim n( —l?:x ) = lim M = 1 car on reconnait un taux d’accroissement.
ij x X;>O

1
La fonction A est dérivable (et donc continue) en 0 et h'(0) = 3

& Remarque : Encore une fois, on peut vérifier que la dérivée est continue en 0 et que la
fonction h est de classe C! sur [0; +o0].

Exercice 17 (**)

Soit la fonction h définie sur R** par h(z) ’

" In(z)

’La fonction h n’est pas définie en 0. Elle n’est donc ni continue, ni dérivable en 0.

Regardons si elle est prolongeable par continuité en 0.

T

=0

lim A(x) = li
> >
La fonction A est donc prolongeable par continuité en 0 en posant i(0) = 0.
Regardons maintenant si ce prolongement est dérivable a droite en 0. On regarde le taux d’accroissement
h(z) —h(0) 1

T In(x)

h(zx) — h(0)

T

On remarque que lin% = 0. Donc
T—

>

‘le prolongement de la fonction h est dérivable a droite en 0.

Calcul différentiel. M Leboucher
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¢ Etude de fonctions, interprétation graphique.
Exercice 18 (* - EML 1994)
On considere la fonction f définie sur [0; +-o00[ par :

V>0, f(z)=2re™

1. La fonction f est dérivable sur R% en tant que produit de fonctions dérivables sur R7,

Ve >0, f'(z)= e\;; — 2\/xe "

= @6_1 — 2y/xe™"
x

(-3

1
Or pour tout z > 0, \/ze™* > 0, le signe de f'(x) dépend du signe de ( - 2). On résout donc
T

On calcule alors
lim f(z) =0 lim f(z)=0

z—0 T——+00
>

La derniere limite étant obtenue par croissance comparée, en effet

2172
acl—l)I—Poo \/56 - acl—l)I—Poo et
On en déduit le tableau de variation
T 0 % +o0
signe de
+ 0 —
f'(x)
.. 1
Variations 2\/;6 1/2
de f . / \ 0
2. On calcule
lim ( ) _ f<0) = lim Qﬁe
a:;>0 x—0 J:;)O x
. 2e7®
= lim = 400

La fonction n’est donc pas dérivable a droite en 0. La courbe représentative de la fonction f admet
alors une tangente verticale au point z = 0.

3. Tracer la courbe représentative de f

Calcul différentiel. M Leboucher
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Exercice 19 (**)
Soit f la fonction définie sur R par :

e’ —1
fl@) = et 4+ 1

1. Pour tout z € R, e* + 1 # 0 donc
Dy =R

2. La fonction x — €* + 1 est de classe C! et ne s’annule pas sur R.
La fonction # — €* — 1 est de classe C! sur R.

Donc la fonction f est de classe C! sur R en tant que quotient de fonction dérivable.

) er(e®+ 1) —e(e” — 1) 2e”
Pour tout x réel, f'(z) = o T 12 = I
3. On a . a o

e’ — e"(I —e™™ —e "
f(ilf) — oz oz B —x

e*+1 e*(1+e®) 1+e

En utilisant cette forme, hI_P f(z) =1 et comme lim e* =0, lim f(z) = —1. Enfin, la fonction

T——+00 T——00 L——00

f'(x) est strictement positive donc la fonction f est strictement croissante. On trace les variations
de la fonction f.

X —00 —+00
1
Variations
de f
-1

4. La fonction f’ est dérivable sur R en tant que quotient de fonction dérivable. On calcule alors pour
tout x € R,

2e¢”(e® + 1) — 2e* x 2e*(e” + 1)
(e* +1)4
_2e"(e* +2e" 4+ 1) — 4e*(e" 4 1)
(e* + 1)
| 2€%T 4 4e? 4 2e" — 43T — de?”
(e + 1)t
—2e3% + 2¢”
(ea: + 1)4
—2¢e"(e** — 1)
(e + 1)

() =

Le signe de f” est donnée par I’expression e?* — 1. Or
g

e _1>0<=eX>1l<—2r>0<=1>0

La dérivée seconde de f est donc positive sur | — oo; 0] et négative sur |0; +oo[. La dérivée de la
fonction f change donc de sens de variation au point z = 0.

‘Le point x = 0 est un point d’inflexion de f. ‘

Calcul différentiel. M Leboucher
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5. L’équation de la tangente a f en 0 est donnée par la formule :

y = f(0) +zf(0)

c’est a dire

6. Le graphique est le suivant

¢ Utiliser l'inégalité des accroissements finis.

Exercice 20
On pose la fonction f:x — e®. Cette fonction est dérivable sur [0, 1] et

Vy € [0,1], f(y)=¢"

On a donc Vy € [0,1], |f'(y)| < e. D’apres I'inégalité des accroissements finies (en choisissant dans le
théoréme a =0 et b=x € [0,1], on a

Vo €[0,1], |e* — €| < e(x —0)

c’est a dire

Vo € [0,1], |e* — 1] < ex.

Exercice 21 (*)
Soit la suite u définie par ug = 0 et Vn € N, w1 = Vu, + 2 = f(uy).

Calcul différentiel. M Leboucher
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1. On peut montrer ce résultat soit en utilisant des inégalités, soit en étudiant la fonction f.

0<2r<L2=2<0r+2<4

—=0<V2<Vr+2<V4

—0< f(z) <2

Vr €[0;2] on a f(x) € [0;2] (f est stable par [0,2])

~— On montre par récurrence la propriété &2, : {u, € [0,2]} pour tout n entier.

— Initialisation : La propriété &, s’écrit ug € [0,2]. Or d’apres I'énoncé, ug = 0. La propriété
P, est donc vraie.

— Hérédité : On suppose que P, est vrai pour un certain rang n.
up, € [0,2] donc upy1 = f(uy,) € [0,2]. Puyq est vraie. On en déduit que la suite des proposition
(Py.) est héréditaire.

— Conclusion : | Pour tout n € N, u,, € [0,2].

2. La fonction f est dérivable sur [0, 2] en tant que composée de fonctions dérivables et

1

Vz €10,2], f'(z)= SNCE)

On a alors

0<zr<2«—=2<xr+2<14
= V2<Vr+2<V14
—=20/2<2V/r +2<4

> fl(x) >~ > —

A~ =
DO | —

Donc Vx € [0;2], |f'(z)] <

N |

3. On sait que
— f est dérivable sur [0, 2]
<

— Vz € [072]’ |f/(I)|

— 2€[0,2] et u, €10,2].
D’apres le théoreme des accroissements finis

N | —

/() = F2)] < Slen — 2

Comme f(u,) = uns1 et f(2) =2, 0n a

1

n
4. On montre par récurrence la propriété &, : {|un —2| < 5 lup — 2|} pour tout n entier.

— Initialisation : La proprié¢té &, s’écrit |ug — 2| < |up — 2|. La propriété &, est donc vraie.

Calcul différentiel. M Leboucher
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— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n.
On a

1 /71\"
i =2 < 5l =2 < 5 (5) =2

P11 est vraie. On en déduit que la suite des proposition (P,,) est héréditaire.

1 n
— Conclusion : |Pour tout n € N, |u,, — 2| < (2> lug — 2.

On a lim <2> = 0. D’apres le théoreme des gendarmes,

n—-+00

(uy) est convergente et nggloo Up = 2.

Exercice 22 (**) 1
1. On pose f:x — In(z). Cette fonction est dérivable et f'(z) = —. On a pour tout entier k > 1 :
x

— f est dérivable sur [k, k + 1]

1 1
— Pour tout = € [k, k + 1], il < fl(z) < z
D’apres I'inégalité des accroissements finis :
kE+1—k kE+1—k
—— <In(k+1)—Inlk) < ——
E+1 — n(k+1) = In(k) < k

Pour tout entier & > 1 k+1 <Iln(k+1)—In(k) <

1
%

2. On a pour n entier :

T =

Zlnk—i—l Z

k=1
:>ln(n +1)—1In(1) < w,

Ona lim In(n+1) = +oc.

n—-+00

Par comparaison, u,, diverge car lim wu, = 4o00.

n—-+00
3. Soit (uy), la suite définie pour n > 1 par la relation v, = Enj % —Inn
k=1
(a) En reprenant I'inégalité précédente,
"1
n(n+ 1) ZE In(n+1) —In(n) <wv,

On a bien v,, > In (”TH) >0

(b) On regarde le signe de v, 11 — vy.

n+1

1 ” 1
vn+1—vn:§ ——In(n+1)— E —
=k = k
1
— — <
e In(n+1) +1In(n) <0

(d’apres 'inégalité montrée a la question 1). La suite (v,,) est donc décroissante et minorée par
0. La suite (v,,) est donc convergente. La limite de (v,), est appelée la constante d’Euler.

Calcul différentiel. M Leboucher
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Exercice 23 (**)
On souhaite déterminer le nombre de solutions de (E) : 2 — 3z + 1 = 0 ainsi que la valeur approchée
d’une des racines.

1. On note f la fonction définie sur R par f : x — 23 — 3z + 1. Cette fonction est dérivable sur R
(c’est un polynoéme) et

Vz € R, fl(z)=32"-3=3(x—1)(z+1)

On trace son tableau de variation

x —00 -1 1 +00
Signe de f'(z) + 0 - 0 +
3 +00
Variations / \
de f /
—00 -1

On a alors :

— La fonction f est continue sur | — oco; —1[.

— La fonction f est strictement croissante sur | — oco; —1].

— f(J =005 —1[) =] — o0;3[ et 0 €] — 003 3[.

D’apres le théoreme de la bijection, il existe un unique réel a« < —1 tel que f(a) = 0.

De la méme fagon,

— La fonction f est continue sur | —1;1][.

— La fonction f est strictement décroissante sur | — 1;1][.

— fJ-L1) =] -1;3[et 0 €] — 1;3[.

D’apres le théoréme de la bijection, il existe un unique réel —1 < 5 < 1 tel que f(f) = 0.

— La fonction f est continue sur ]1; +o0[.

— La fonction f est strictement croissante sur ]1; +o0].

— f(]1;+00[) =] — 15400 et 0 €] — 1;+o00].

D’apres le théoreme de la bijection, il existe un unique réel 1 < ~y tel que f(y) = 0.

Ainsi, I'équation 23 — 3z 4+ 1 = 0 admet 3 solutions a, 3, v vérifiant « < —1 < < 1 < 7.

3
: o : : x4+ 1 : o
2. On veut obtenir une approximation de /3. On introduit Vx € R, g(z) = 3 et la suite u définie

par ug =0 et Vn € N, w1 = g(uy).

(a) Ona f(0) =1et f(1/2) =3 — 3 +1=—2. Ainsi, d’aprés le corolaire du théoréme des valeurs
intermédiaires,

g €10,1/2]. | Enfin,

J)=z<= P +1=3r< f(z)=0
(b) La fonction g est dérivable sur [0,1/2] et

Vz €[0,1/2], ¢'(x)=2>>0

La fonction g est croissante et g(0) = & et g(1/2) = 2 donc ¢([0,1/2]) = [1/3,3/8] C [0,1/2].

L’ensemble [0, 1/2] est stable par g.

Calcul différentiel. M Leboucher
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De plus Vz € [0,1/2], 22 € [0,1/4], et donc

vre0,1/2, /@<

(¢) On montre les propriétés suivantes P, : {u, € [0,1/2]}.
— Initialisation : uy = 0 donc la propriété &, est vraie.
— Hérédité : On suppose que P,, est vrai pour un certain rang n. On a donc u, € [0,1/2] et

Up+1 = f(un) € [0, 1/2]
La proposition P,;; est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (P,) est
héréditaire.
— Conclusion : |Pour tout n € N, u,, € [0,1/2].

(d) On sait que
— La fonction f est dérivable sur [0,1/2]
1
— Pour tout = € [0,1/2], |¢'(z)] < 1

— Pour tout n € N, u,, € [0,1/2] et € [0,1/2].
Donc d’apres I'inégalité des accroissements finis,

1
Vn € N, |Un+1 _B’ < Zlun _ﬁ’

, i . 1 1
On montre par récurrence les propriétés suivantes P, : {|un - < ym X 2}.
— Initialisation : up =0, 8 € [0,1/2] donc |ug — 8] < 3 et la propriété 2, est vraie.

— Heérédité : On suppose que P, est vrai pour un certain rang n. On a donc

1

1 1 1
<-X—X =
4 4n 2
o 1 1
S et C g
La proposition P, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (P,) est
héréditaire.
1 1
— Conclusion : |Pour tout n € N, |u,, — | < YRt
(e) On résout 1'équation
1 1
— x-<107*
4r 2
1
= <2x107?
10°
4" > >

On a la relation |u, — 8| < 1072 pour

Calcul différentiel. M Leboucher
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(5)
In{ =5
E N

n = +1
In(4)
ou F représente la fonction partie entiere.
(f) Programme Scilab :

function y = g(x)

y = (x"3+ 1)/3
endfunction
n = floor(log(2 *107(-9))/(-log(4))) + 1
u=20
for k=1:n

u = g(u)
end
disp(’La solution obtenue par la méthode de 1’’exercice est x = ’ + string(u)
+ ’. On a obtenue cette solution pour n = ’ +string(n) +’.°)

7 Manipuler les développements limités d’ordre 1.

Exercice 24 ()
On peut appliquer la formule du développement limité en calculant

f'(e) = —e'

et
=1 f1)=-1

On obtient alors le développement limité a 'ordre 1 de f,

flz)y=1=1(z—1)+ (x — 1)e(x), avec lime(z)=0

r—1

L’équation de la tangente a la courbe représentative de f en x = 1 est alors

’yz—m—i—?. ‘

&» Remarque : On peut composer les DL.

En effet, on sait que lim1 1 — 2 = 0 et on connait (par cgeur) le DL de eX en O :
z—

eX =14+ X+ Xe(X), avec lime(X)=0

|
X—0

Donc en prenant X =1 — x,

el =14+1-2)+(1—2)e(l —x), avec lime(X)=0

|
X—0

Calcul différentiel. M Leboucher



ECE1 Correction Feuille Exercice 14 2020-2021

Exercice 25 (*) In(2— vita)

On considere la fonction f: z — .
x

1. On connait le développement limité de /1 + 2 en 0 :
1
Vidz=1+ 3% + xeq(x), avec 113%51(35) =0

Donc 1
2—\/1+x:1—§x—x51(a§), avec lin%al(x):O
z—>

et finalement ]
In (2 — V14 as) =1In (1 — 5T xel(x))
1

On voit que liH[l) g%+ ze(z) = 0 et on connait le DL de In(1 + X) en 0 :

T—r

In(14+ X) =X+ Xey(X), avec )I(jIIIOEQ(X) =0
—
En prenant X = 5%~ xeq(z), on obtient donc
1 1 1
In (2 -1+ x) =—5%= xeq(x) + <—2x — xel(x)> ) (—x - xel(x))

2

1 1
En posant e3(z) = —e1(x) + (—2 — 51(x)> €9 (—230 — xsl(x)>, on s’apercoit que lin%) e3(x) =0 et
T—

que

1
In (2 -1 ~|—x) =52 + zes(x), avec 3101_%65(1’) =0

Ceci est le développement limité en 0 a ordre 1 de la fonction z — In(2 — /1 + ).
2. On calcule
1

In (2—\/1—|—x) —513"‘1’83(5’3)
lim = lim —~4%———
z—0 T z—0 T

= glcl—>r% —5 + 53((1,’)
_ 1
2

Exercice 26 (**)
Soit f une fonction dérivable en a. Le but de 'exercice est de déterminer :

L (a3 = (fla— 1)

h—0 h

1. On consideére la fonction h: x — f(a + ). On calcule

h(z) —h(0) _ flat+z)— f(a)

xz—0 T

La fonction f est dérivable en a et donc
fla+z) — f(a)

lim hiz) = h(0) _ lim = f'(a)

z—0 x—0 xz—0 T

Par conséquent,

Calcul différentiel. M Leboucher
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h est dérivable en 0 et A'(0) = f’(a)

2. Le développement limité a l'ordre 1 de la fonction h en 0 est

W) = h(0) + K(0)(x = 0) + ze(x) = f(a) + f'(a)z + we(x)

avec lim e(z) = 0.
z—0

3. On a

(f(a+2))* = (h(2))* = (f(a) + f(@)z + we(x))*

4. On calcule,

(fla+x))?

(f(a) + f'(a)z + z2(x))”
(f(a))® + 2 f(a)f'(a) + 22 (a)e(x) + (f'(a))*2® + 2f'(a)2”e(x) + 2*(c())*
f'(a)

(f(a))” + 22f(a) f'(a) + zea(2)

ou l’'on a posé
e2(2) = 2f(a)e(@) + (f'(a))*x + 2f'(a)ze(2) + 2(e())*.

On a bien lig[l) go(z) = 0. On a alors

(f(a+3h))* = (f(a))® + 6hf(a)f'(a) + 3hea(3h)

et
(fla—h))* = (f(a))® = hf(a)f'(a) — hea((—))

Ainsi

(f(a+3h)* = (f(a—h))* = (f(a))® + 6hf(a)f'(a) + 3hea(3h) — ((f(a)* = hf(a)f'(a) — hea((—h)))
= Thi(a)f'(a) + hes(h)

ou lim e3(h) = 0. Finalement,
h—0

(f(a+3h)* = (f(a—h))* Thf(a)f'(a) + hes(h)

lim = lim

h—0 h h—0 h
= lim 7/ (a)f'(a) + &5()
= 7f(a)f'(a)

Calcul différentiel. M Leboucher



